Les Groupes Gauches

1) Groupe produit : Soit (A, e) et (B, ) deux groupe et E leur produit artésien E = AXB,
on peut définir canoniquement sur E une structure de groupe dite produit :

V (a,b) €E, V (a’,b’) €E,

On pose: (a,b)e(a’,b’)=(aea’, beb’)

Il est clair que (E, ®) est un groupe dont le neutre eg = (ea, €p)

Et dont le symétrique : symg((a, b)) = (syma(a), symg(b))

N.B. les correspondances :

pa:E— A, (a,b)— a,et pg: E—B, (a,b)— b,
Sont des applications surjectives, et de plus sont des morphismes de groupes, il sont dits
épimorphismes canoniques, ou les projections canoniques.

De méme nous pouvons généraliser a plusieurs a un produit cartésien de plusieurs
groupes (un nombre fini de groupes)

N.B. Pour une famille infini de groupes {A; |1 €1} nous pouvons définir le groupe de leur
produit car‘césienl_[Ai , et aussi, nous pouvons définir le sous-groupe de H A, formé

iel iel
par les éléments a support fini (leurs coordonnées qui ne sont pas neutres sont en nombre
fini) ce sous-groupes peut étre appelé somme directe ou produit faible, noté H A

iel
2) Théoreme : Soit G un groupe et A, B des sous groupes de G :

Les morphismes canoniques :

p1: AXB—G, (a,b)— a,et pp: AXB—G,(a,b)— b,
Nous avons :

Ker(p:) = {ea} XB, et Ker(p,) = AX{es}
Tous les deux des sous-groupes distingués de AXB.
Et enfin [G =AXB] &
[ G=AB, AB ={eg}, A<G et B<G] <
[V(a, b))€EAXB, ab=badans G, et VxEG, x = ab d’une fagcon unique]

3) Commutateur d’un couple : Soit (a, b) un élément de GXG
On appelle commutateur de ce couple I’élément ¢ de G tel que ab = ba.c, ce
commutateur se note ¢ = [a, b]

N.B. si a et b commutent leur commutateur [a,b] = eg. Et le commutateur de (a,b) est
I’inverse du commutateur de (b,a).
Pourtant le produit de deux commutateurs n’est pas forcément un commutateur.



4) Théoréme : Soit f: A— B un morphisme de groupes, alors I’image du commutateur
d’un couple est le commutateur du couple d’images :

f([a,b]) = [f(a),f(b)]

5) Le groupe dérivé de G : Soit (G, eg) un groupe on appelle sous-groupe dérivé de G, le
sous-groupe de G engendré par les commutateurs dans G. On le notera D(G).
Nous pouvons itérer cette opération et avoir

{0}<....<DG)< D¥G) < D(G) < G

N.B. Si G est commutatif D(G) = {0}

6) Les automorphismes intérieurs de G : Soit (G, eg), eta €G
On construit la correspondance :

0.:G—G,x — a'x.a
@, est un morphisme bijectif (dit automorphisme intérieur de G par 1’élément a)

Nous noterons Aut(G) I’ensemble des automorphismes de G, et Int(G) I’ensemble des
automorphismes intérieurs de G.

7) Theoréme : (Aut(G), o, Idg) est un groupe et (Int(G), o, Idg) est un sous-groupe
distingué de (Aut(G), o, Idg) :
(Int(G), o, Idg) < (Aut(G), o, Idg)

8) Théoréme : D(G) < G, si bien que G/D(G) est un groupe noté G* dit I’abélianisé de
G.
Cet abélianisé est une solution d’un probléme universel.

Les Groupes Abéliens

1) Groupe abélien engendré par une famille finie : Soit (A, +) un groupe abélien, et B =
{b1, by, bs,..., byy, by} une partie finie de A, (on note BE 2) on dit que B engendre A
Si:
Vx €A, (o, oo, O3,enns, Opet, Oy) € 27,

X = O(,lbl + Otzbz + O(,3b3 +...+ an-lbn-l + Otnbn.

N.B. Nous pouvons étendre ceci a un groupe engendré par une partie quelconque I (finie
ou infinie) de A :
Dans ce cas :

V x €A, IBE 2*(ensemble des parties finies de A),



B= {bl, bz, b3,-.-, bn—]a bn}a

J(ay, 0g, 03y.eny Opg, OLy) € 27,
X = (llbl + (Xzbz + Otgb3 +...+ Otn_lbn_l + Otnbn.

N.B. Dans la notation multiplicative :

(A,X) un groupe abélien, et B={b;,b,,bs,...,by1,by} une partie finie de A, (on note Be2!Al
) on dit que B engendre A si :

Vx€EA (o, 03,..., Ont, 0n) € Z", x=Db" b>... b™ .

N.B. On n'affirme pas I'unicité des o, o2, &t 3,..., 1, Oy
En effet si les ordres des éléments sont finis :
ord(b;) = my, ord(by) = my, ord(bs) = ms,....., ord(b,.;) = m,.;, ord(b,) = m,
Signifie :
m 1b1= 0, m2b2= 0, m3b3= 0,..., l’l’ln_lbn_1= 0, mnbn= 0.
Si on considere les égalités de la division:
o =mqt+ 1y, 0= maqa + 12,..., Oy = MpQnT In,
0< 1< my, 0< < my,..., 0< 1< my,
X=7T 1b1 + I'2b2 + I'3b3 +...+ rn-lbn-l + I'nbn.
Cette écriture est unique sous les conditions
0<r<mp 0< rn<my,..., 0< r,< m,,

Card(A) < myxmpX...xmy,.

Si A — [[0;my —1]]X[[0;m; —1]]%.....x[[0;m; —1]] ;

X= 11b; trby+13b3s+....+ by +roby— (1, r2,..., Iy, ry) est bijective Card(A)
=mpXmpX... Xmy.

Notons B; = gp(b,), B, = gp(by),..., B, = gp(by), les groupes cycliques engendrés par by,
bs,..., by

A=B®B;®...®B,. Somme directe.

2) Eléments de torsion : un élément de torsion dans A est tout éléments x d’ordre fini :

JFJoae N* ax=0.
On note T(A) I’ensemble de tous les éléments de torsion de A.

T(A)< A. (T(A) estun sous groupe de A)

N.B. Si T(A) =0 on dit que A est sans torsion.

N.B. Si A est fini, de cardinal n, tout élément x de A est d’ordre <n, il est de torsion,
donc T(A) = A on dit que A est de torsion.

N.B. F(A) = A\T(A) est I’ensemble des éléments sans torsion de A.
F(A) est vide ou infini.



3) Groupe abélien libre : un groupe abélien (A, +) est dit libre sur B = {by, by, bs,...by 1,
bn} si tout €lément x de A s’écrit d’une fagon unique de la forme :
X =0ob; + by + ouzbs +...+ Apibag T by

: n
(o, 0o, OL3,..., Oln g, OLy) UNique € 77,
Dans ce cas B doit étre une partie sans torsion de A.

N.B. B étant fini, A est libre de type fini.

Si (A,+) est de type fini engendré par B = {by, by, bs,..., by.1, by} avec by, by,..., b1, by

de torsion et b1, byiz,..., ba1, by sans torsion, alors T(A) = gp(b;)®gp(b2)®...®gp(bm)
le groupe quotient A/T(A) est sans torsion et

F(A) = gp(bmi1)@gp(bm:2)®...@&gp(by) est isomorphe a A/T(A)

A=FA)®T(A)
F(A) est un sous groupe sans torsion (infini) mais de type fini, T(A) est un sous groupe
de torsion (fini) et de type fini.

4) Théoréme : Si (A, +) est un groupe de type fini, alors :
A est libre Ssi A sans torsion.

(=) Si A est libre sur B, B engendre A comme A de type fini, B est fini, soit B = {b;, b,,
bs,...., bo1, by} soit

X =0ouby + ooby + asbs +...F o pba T oUnby. est un élément de A, si x est de torsion, il
existe un entier § non nul tel que Px =0 =0b; + Ob, + Obs +...+ Ob,.; + Oby,.

et BX = B(lel + BOL 2b2 + B(X 3b3 +...+ B(X n-lbn-l + BOL nbn-

L’unicité de l'expression de Bx dans B (a cause de la liberté de A sur B) exige :

Bai=0, Bao=0, Bas=0,...; Bos=0, Bo,=0,

Comme 3 non nul :

ar=0, =0, 03=0,...; 0pn.1=0, . ,= 0,

D’oux =0.

Il en résulte que 0 est le seul ¢élément de torsion de A. A est donc sans torsion.
Contredisant la liberté de A.

(<)

Supposons maintenant que A est de type fini, et sans torsion, montrons qu’alors il est
libre.

Supposons que A (étant de type fini) est engendré par B = {by, by, bs,..., by, by}. Par
récurrence sur le cardinal #B de B, commengons avec #B =1, B = {b;}, tout x de A s’¢écrit
X = oi1b; comme by sans torsion, donc tous les n.b; sont distincts et alors, A contient alors
un nombre infini d’éléments, A est infini, engendré par un seul élément, et tout élément
de B s’exprimera d’une fagcon unique par rapport a B, il donc libre.

Supposons que tout groupe abélien de type fini, qui est libre sur n-1 éléments distincts est
sans torsion, et soit la combinaison linéaire nulle :

ob; +osby +asby +...+ A pibp T o pby=0



Les coefficients peuvent étre considérés premiers entre eux dans leur ensemble, si non ils
aurons un pgcd non nul d et alors :

dpib; +dp by + dBsbs +...+ dP n-1bp+ dP nbn=0
En factorisant par d non nul,

d(Bib; + B2by + Bsbs+....+ Bnibng T Pnbn)=0

Comme le groupe A est supposé sans torsion :
(Bibi + Baba+ Bsbs +.....4 Broibp1 + Bubn)=0
Avec des coefficients B1, B 2, B 3,...... Bn-1, P nsans diviseur commun. (premiers entre eux
dans leur ensemble).

1° si B,=1:nous aurons
Biby + B2by + Bsbs ...+ Bpibng +by=0
by=—(Bibi + B2b2 + PBsbs +...4+ Pnibni)
b= Brb —B 2bs — B 33 —...~B n. 1y
Ainsi A sera engendré par {b;, by, bs,....by}, on appliquera donc I’hypothése de la
récurrence.
2° si Bn,=—1:nous aurons
Bibi + Baby+ Bsbs+...+ Bpibpr — ba=0
ba= (Bib1 + P2ba+ Bsbs ...+ Bribn1)
b=+ Bib; +P b2 + Bsbs +... 4B n1bnai
et A sera engendré par {b;, by, bs,....b,1}, on appliquera aussi 1I’hypotheése de la
récurrence.

3°si Bn=0: Biby + P2by + Bsbs +...+ B nibng =0. On applique I’hypothése de
récurrence sur {bj, by, bs,..., by},

4° si aucun coefficient n’est pas 0 ou +1 ou—1 :

On cherchera un autre ensemble générateur dont I'un des coefficient de x dans cet
ensemble sera +1 ou —1, ceci consiste a diminuer la valeur absolue des coefficients,
jusqu’a arriver a un qui est +1 ou -1 :

Supposons [Bi| > B2 >0

pour s entier, on peut écrire : Bi;b; + Baby + Bibs ...+ Bribpg + Puba=0

Sous la forme

Bibi—sP2bi + Baby +sPabr + Bsbs +...+ Bnibng + Prba=0

(B1=sP2)bi + Ba(ba +sby) + Bsbs +...+ Bribyt + P uby=0

La division euclidienne de 3;— sP » par B, donne le meilleur s pour que |B1—sP 2| < |B2], en
posant 3°;=;—sP, et b’, = b, +sb;. Nous aurons

B'ibr +P2b’2+ PBsbs+...+ Pnibng T Paba=0.

En répétant ceci, nous sommes sure d’arriver a un des coefficients 0 +1 ou —1 nous
appliquerons un des cas précédents.

5) Conséquence : Tout groupe abélien de type fini qui n’est pas de torsion, est somme
directe d’un fini et d’un groupe libre (infini)
En effet si A =T(A), et de type fini, il est fini.



Si non T(A) étant le sous-groupe de torsion, A/T(A) est sans torsion, non réduit au
neutre, donc il est infini, et libre, A/T(A) est de type fini aussi, on applique le théoréme,
et on trouvera une base {bj, by, bs,...,.bo}de A/T(A), si {a;, as, as,...,ap}est un choix
transversal d’antécédents, {a;, a,, a3,...,a,} est un ensemble générateur d’un sous-groupe
L libre de A. et il est clair(a expliquer en remarquant que A/T(A) est isomorphe a L) que
A est somme directe de T(A) etde L :

A=LaT(A)

6) Corollaire : Tout groupe abélien A de type fini, est somme directe de groupe fini et
d’un groupe libre.

N.B. Le théoréme affirme A de type fini : A = L&T(A) avec T(A) et L de type fini tous
les deux, L libre et de type fini sa structure est évidente :

L=7Ze ® Zex®... ® ey
T(A) est de torsion, de type fini et fini, il a plusieurs structures possibles.
Pour étudier les groupes abéliens de type fini, Il suffit donc d’étudier seulement les
groupes abéliens finis. (Qui sont évidement de torsion), ces groupes se décomposent en
une somme directe finie de groupes cycliques (finis)

N.B. Posons €, le groupe additif Z/nZ et (F,)* le groupe multiplicatif Z/pZ \{0}. (F,

¢tant le corps premier d’ordre p, qui est par ailleurs isomorphe a Z/pZ).
Nous avons :

C,®¢; isomorphe a €5 mais €;®¢; non isomorphe a €.

7) Groupe primaire (non nécessairement abélien): Un groupe est dit primaire si tous ses
¢léments sont d’ordre, une puissance d’un seul nombre premier p.

VxeA, IreN, ordix)=p.
Dans ce cas on dit que A est un p-groupe.

8) Les p-sous groupe de A : On désigne par A, I’ensemble des éléments x de A tels que
dreN, ord(x)=p"

Ap={x€A|T reN, ordx)=p"}
C’est un sous groupe de A, il contient 0, et si p'.x =0 et si p".y =0, et, tle pppcm de r et
s: p.x=0etp.y=0,donc

p.(x—y)=0 parsuitex —y EAp
Dans ce cas on dit que A, est le p-sous groupe maximal de A.

N.B. Nous remarquons que tous les sous-groupes de A, sont des p-groupes (car leur
ordre est un diviseur de p")

N.B. Nous remarquons aussi que si A est fini, une puissance de p divise I’ordre de A.
Nous pouvons imaginer :

Ou Ap,..., Aps, sont les p-sous-groupes maximaux de A.



(pj est un diviseur de #A)

9) Théoreme : Tout groupe abélien fini, s’exprime et d’une fagon unique comme somme
directe de p-groupes.

Pour des nombres p; premiers différents
Sipi, ..., ps sont les premiers divisant #A, alors

Ap1,..., Aps sont les p-sous-groupes maximaux de A.

10) Théoréme : Tout groupe fini est somme directe de groupes cycliques.

11) Conséquence : Tout groupe abélien de type fini est somme directe de groupes
cycliques ou monogenes.

Preuve : Nous savons que A = T(A)®L avec T(A) de torsion et de type fini, donc fini soit
d’apres le théoréme précédent ;

Api,...,Aps sont des p-groupes (finis) chacun d’ordre une puissance entiére d’un nombre
premier. (ce ne sont pas nécessairement des groupes cycliques, mais sont des sommes

directes de groupes cycliques (finis))
Et puis, L est déja libre de type fini :

L=7Ze ®Ze,®... ®le

Zey, Ze,,...,Les sont des groupes monogenes. (Cycliques infinis)
Ainsi

N.B. si p est premier et si A est un groupe fini tel que pA = {0}, A est un p-groupe, on

peut considérer A comme un espace vectoriel sur le corps F, = Z/pZ, A est de type fini, il
est somme directe de droites vectorielles (dans le groupe ce ne sont que les sous groupes
cycliques qui décomposent A.



